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Marches dans le quart de plan| a bords interactifs

Etant donné un ensemble fini S € Z2\ {0,0} (un modele), on considere
les marches dans le quart de plan utilisant les pas du modele.

v Probleme : énumérer ces marches
5= M |

selon différentes statistiques :

e nombre de pas utilisés n
e coordonnées finales (i, j)
e nombre d'occurences n,, de
s > chaque pas p € S
n=13 (i,7) = (5,3) e nombre de contacts avec chacun

na1y =4 n—i,ny =4 na,—1) =9 des axes
Ny =2, Ny =1

Série génératrice: Q(z,y) = Z Hdgp a" byt € Qldy, a, b, z, yl[[t]]

marches \ peS
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Qz,y) = Z (H dgp) a"= b 'y t" S(@,y) = 2k nes dp 12y

marches \PES

b. b. b.

ab

Equation a deux variables catalytiques x et y
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79 cas non triviaux a symétrie pres

e Algébriques : 4 modeles /||/ // _( )_
e D-finis : 19 modeles, par exemple ><

e D-algébriques : 9 modeles, par exemple _|L

e Hypertranscendants : 47 modeles, par exemple \<

Combinatoire : Bousquet-Mélou, Melczer, Mishna, Rechnitzer,. ..
Calcul formel : Bostan, Kauers, Salvy, Zeilberger, ...
Probabilités : Fayolle, Kurkova, Raschel,. ..

Théorie de Galois différentielle : Dreyfus, Hardouin, Roques, Singer,. ..

Remarque: maintenant trés bien compris pour les petits pas a poids
(voir [Dreyfus, Elvey-Price, Raschel, 2024(a)]))
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79 cas non triviaux a symétrie pres

e Hypertranscendants : 47 modeles, par exemple \<

Théoreme [Dreyfus,Hardouin,Roques,Singer,2018]

NIRRT

Tous les modeles de genre 0 sont hypertranscendants.

Question: Le sont-ils toujours en comptant les interactions ?
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Classification des modeles de genre 0 a bords interactifs

Parametres : (dp) s, a # 0, b# 0 dans C

Question : Nature de la série génératrice Q(x,y)

Theoréme [B., 2024]

RN X

Rationnels ssi a + b = ab Algébrique ssia = b = 2

Pour tous les autres cas, Q(x,y) est hypertranscendante (selon z, y).
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K (@,9)Q(x,y) = w+ (2, y)2Q(2,0) +72(z,y)yQ(0,y)

L VRS Q(aa b)r et fyl(xay)772(x7y) - Q(aa b7 dpaxayat)
o K(z,y) :=zy(1 —tS(z,y)) € Q(d; ;)|z,y,t] le noyau

Idée: annuler le noyau = équations sur Q(x,0) et Q(0,y)

Si K(',y')=0et Q(z',vy"), v1(z',y") et v2(2’,y") bien définies, on a

0=w+y(2,y)x'Q(x",0) + v (x',y )y’ Q0,4
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Equation aux q-différences llI:
paramétrage du noyau et symétries [DHRS18]

((dp)pes complexes fixés, t > 0 petit réel transcendant sur Q(d,, a,b))
Courbe du noyau: E; = {(z,y) € P! x P}|K(z,y) =0} P'=CU {0}

Us 0
E,
} 006) = (). 06))_
z(s),y(s) € C(s) \
Uso 0O Q($(S),y(s)) analytique sur Uy U U ()= (07 O)

21 (s) ¥ 2(1/5) = 2(s)

o s (le groupe) o
2(s) = 1 g>1 y2(s) = y(q/s) = y(s)
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Equation aux g-différences Il1: les équations

K (2,9)Q(x,y) = w + 71 (x,9)2Q(x,0) + 72(z, y)yQ(0, y)

Evaluation en (z,y) = (z(s),y(s)) pour s € Uy :

~

Y1(8) = 71 (z(s),y(s))

0=w+71(s)x(s)Q(x(s),0) +v2(s)y(s)Q(0,y(s)) F2(8) = v2(x(s),y(s))
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Equation aux g-différences IV: prolongement méromorphe

o ~ “ 1
F(2) = 7 (3)F(3)—|—<Nw — N:} > pour s € Uy

- 5 1
F(2) = l(s)F(s)—l—<~w — NL:U ) pour s € C
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Equations aux q-différences V: caractérisation

Q(z,y) algébrique = F(s) et G(s) algébriques
Q(z,y) D-finie = F(s) et G(s) D-finies

~

Q(z,y) D-algébrique & F(s) et G(s) D-algébriques
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Equations aux q-différences VI: critere Galoisien

Théoreme [Ishizaki,98]
Les solutions méromorphes d'équations aux g-différences a coefficients
rationnels sont soit rationnelles soit hypertranscendantes.

Stratégie:
Q(xz,y) est D-algébrique < F(s) est D-algébrique <> F(s) rationnelle



Equations aux q-différences VI: critere Galoisien

Théoreme [Ishizaki,98]
Les solutions méromorphes d'équations aux g-différences a coefficients
rationnels sont soit rationnelles soit hypertranscendantes.

Stratégie:
Q(xz,y) est D-algébrique < F(s) est D-algébrique <> F(s) rationnelle

e si (E) a une unique solution, rationnelle, on montre que Q(x,y) est
algébrique



Equations aux q-différences VI: critere Galoisien

Théoreme [Ishizaki,98]
Les solutions méromorphes d'équations aux g-différences a coefficients
rationnels sont soit rationnelles soit hypertranscendantes.

Stratégie:
Q(xz,y) est D-algébrique < F(s) est D-algébrique <> F(s) rationnelle

e si (E) a une unique solution, rationnelle, on montre que Q(x,y) est
algébrique

e si (E) n'a pas de solution rationnelle, on montre que Q(x,y) est
hypertranscendante
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Equations de découplage

F) = 0P+ (555 - 57 7

M1(8)F(s) +72(s)G(s) +w =0

Proposition (Découplage)

Si F et G sont dans C(s) (rationnelles), elles peuvent s'écrire

~ ~ ~~

F(s) = f(s) + fu(s) G(s) = g(s) + gn(s),

~

(f,q) et (fh,ﬁh) satisfaisant les équations suivantes (de découplage)

71(8)f(s) +72(s)g(s) +w =0 f*(s) = f(s) et g2(s) = g(s) (D)

Y1(8) fr(s) +72(s)gn(s) =0 R (8) = —fn(s) et g;7(s) = —gn(s) (Dy)
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Intermede: poles de fractions
On se place sur la courbe P! = C U {o0}.

e Si f € C(s) est une fonction de P! — P!, elle a un nombre fini de
zéros et de poles.

Exemple: 8(2:;)2 a comme zéros (0) et (1) et comme pdles (2) et (oc0).

e Pour une fonction f, on note son diviseur

(f)=(f)o — (f)oo =D _zéros — > poles (avec multiplicité).

Exemple: 8(2_5)2 a comme diviseur (0) +2- (1) — (2) — 2 (00).

e Pour f une fonction et 7 un automorphisme tel que f7 = 4 f, I'ensemble
des pdles (resp. des zéros) de f sont stables par
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Lemme de propagation

(71) = Py + P,—0 — 00

P est un pole de f

= o P est un po
= o P est un po
= o P est un po

= o P est un po

€ C

€ C

€ C

€C

€g
e Yag
eV1f

Nf+%g+w=0

O — L2 Ol

(’AY/Q)ZP3—|—P4—O—OO

Jh=retg® =g

Conditions

1P # P, Ps
1P #£0, oo
O'P7£P3,P4




Lemme de propagation

O — L2 Ol

(;3//1):P1_|_P2—0—OO (§2):P3—|—P4—O_OO

f +79+w=0 Jhr=fetg?=g

P est un pole de f Conditions

= o P est un pole de f
1wuP # P, P
1P #£0, oo
oP #+ P3, P,
oP # 0, oo




Lemme de propagation

O = (12 01
(M) =Pi+FPo—0—-00 (72) =P34+ Py —0—00
Y + 729 +w=0 fr=fetg?r=g

Li:={uP, uPy, 07 P3, 07 Py, 0,00} Ly :={P1, Py, 193, 12Py,0,00}

Lemme Soit P un podle de f

oesi P¢ [,;E alors o(P) est un péle de f
osi P¢ L, alors 0~ '(P) est un pole de f
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Poles possibles

NS+ 729 +w=0 fh=rfetg® =g
,CJ? .= {Pl, PQ, L2P3, L2P4,0,00} ,Cjc_ .= {Llply L1P2, O'_1P3, O'_1P4,O,OO}

Soit P un pole de f différent de 0 ou oo

o~ "™ o"

Q- ecLlL;+— P —>» Q+e£}‘

e Si pour tout Q~ € [,} et QT € E}‘ on a pour tout n > 0 que
o"Q~ # QT, alors f n'a pas d’autres pdles que 0 et oo (fixés par o)

e Etant donnés Q— € LJT et Q1 ¢ L}F et n € N, les conditions pour
o™~ = QT sont algébriques sur les paramétres (d,)yes, a, b.
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£+
B f
‘Cf L1P1 L2P2 0'_1P3 O'_1P4
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Un exemple

e Supposons que a + b # ab et Q(x,y) D-algébrique %

o F(s) = f(s) + fn(s) et G(s) = G(s) + Gn(s)

e on montre que si a + b # ab, les seuls pdles de f sont 0 et oo (D)
= f(s) =f(z(s)) ou f(z) € C[1]

e on montre que si a + b # ab, alors f,(s) =0 (D)

~

= F(s) = f(s) = z(s)Q(x(s),0) = f(z(s)) = zQ(x,0) € C[=], absurde

e Si a+ b= ab, on trouve des solutions f et g de (D), on montre
que (Dp) n'a pas de solution non nulle, et on trouve alors :

- 1 — Cbbdl,_ld_ljth
B 1 — abdl’_ld_thQ — adlj().ilﬁt — &bd1’_1d0,1$t2
1 — abd17_1d_1,1t2
E Q(an) — 2 2
! 1 — &bdl,_ld_th — bdo,lyt — abd_ljldl,oyt

- Q(.0)




Autre exemple

Casa=b=2



Autre exemple

Casa=b=2

e w=0donc f =g =0 est solution de v f +929 +w =0
avec f'* =0et g2 =0



Autre exemple

Casa=b=2

e w=0donc f =g =0 est solution de v f +929 +w =0
avec f'* =0et g2 =0

e on trouve f; et g; solutions de ;1 fi, + Y295, = 0 avec
= —f et g = —gp. |l existe fu(z(s)) = fu(s)? et
gn(y(s)) = gn(s)? , f et gn pas des carrés



Autre exemple

Casa=b=2 \<

e w=0donc f =g =0 est solution de v f +929 +w =0
avec f'* =0et g2 =0

e on trouve f; et g; solutions de ;1 fi, + Y295, = 0 avec
= —f et g = —gp. |l existe fu(z(s)) = fu(s)? et (D))
gn(y(s)) = gn(s)? , f et gn pas des carrés

~

e on en déduit (x(s)Q(x(s),0))* = (F(5))* = (fn(s))* = fu(z(s))

= xQ(x,0) = \/fu(x)



Les cas algébriques

B 1 —abdy, _1d_1 1t?
1 —abdy,_1d_11t? — ady gxt — abdy, _1dg 12t?
B 1 —abdy,_1d_1 1t?
11— abdy —1d_q 1t? — bdp 1yt — abd_1 1d; oyt?

Q(0,y)

- 1 L 4d171d1,_1.€82t2
1—4d1,_1d_1,1t2

1

- 1 — 4dy 1d_1,1y?t?
1—4d1,_1d_171t2
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Merci de votre attention |



