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S =



Marches dans le quart de plan

Étant donné un ensemble fini S ⊂ Z2 \ {0, 0} (un modèle), on considère
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Étant donné un ensemble fini S ⊂ Z2 \ {0, 0} (un modèle), on considère
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Étant donné un ensemble fini S ⊂ Z2 \ {0, 0} (un modèle), on considère
les marches dans le quart de plan utilisant les pas du modèle.

Problème : énumérer ces marches,
selon différentes statistiques :

• nombre de pas utilisés n

n = 13

• coordonnées finales (i, j)

(i, j) = (5, 3) • nombre de contacts avec chacun
des axes

à bords interactifs

nx = 2, ny = 1

Série génératrice: Q(x, y) =
∑

marches

∏
p∈S

d
np
p

 anxbnyxiyjtn ∈ Q[dp, a, b, x, y][[t]]
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• D-finis : 19 modèles, par exemple
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Théorie de Galois différentielle : Dreyfus, Hardouin, Roques, Singer,. . .

Remarque: maintenant très bien compris pour les petits pas à poids
(voir [Dreyfus, Elvey-Price, Raschel, 2024(a)]))
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Classification des marches à petits pas (a=b=1) (’08-’18)

79 cas non triviaux à symétrie près

Tous les modèles de genre 0 sont hypertranscendants.

Question: Le sont-ils toujours en comptant les interactions ?

Théorème [Dreyfus,Hardouin,Roques,Singer,2018]

• Hypertranscendants : 47 modèles, par exemple
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Rationnels ssi a+ b = ab

Theorème [B., 2024]

Pour tous les autres cas, Q(x, y) est hypertranscendante (selon x, y).

Algébrique ssi a = b = 2

Paramètres : (dp)p∈S , a ̸= 0, b ̸= 0 dans C

Question : Nature de la série génératrice Q(x, y)
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• ω ∈ Q(a, b), et γ1(x, y), γ2(x, y) ∈ Q(a, b, dp, x, y, t)

• K(x, y) := xy(1− tS(x, y)) ∈ Q(di,j)[x, y, t] le noyau

Si K(x′, y′) = 0 et Q(x′, y′), γ1(x
′, y′) et γ2(x

′, y′) bien définies, on a

0 = ω + γ1(x
′, y′)x′Q(x′, 0) + γ2(x

′, y′)y′Q(0, y′)
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P1

0

∞
Ω = (0, 0)

ϕ(s) = (x(s), y(s))

Et

Courbe du noyau: Et = {(x, y) ∈ P1 × P1|K(x, y) = 0}

ι1(s)
def
= 1

s

ι2(s)
def
= q

s

(le groupe)

((dp)p∈S complexes fixés, t > 0 petit réel transcendant sur Q(dp, a, b))

P1 = C ∪ {∞}

xι1(s)
def
= x(1/s) = x(s)

yι2(s)
def
= y(q/s) = y(s)

x(s), y(s) ∈ C(s)

q > 1
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P1

0

∞
Ω = (0, 0)

ϕ(s) = (x(s), y(s))

Et

Courbe du noyau: Et = {(x, y) ∈ P1 × P1|K(x, y) = 0}

ι1(s)
def
= 1

s

ι2(s)
def
= q

s

(le groupe)

U0

U∞

V

((dp)p∈S complexes fixés, t > 0 petit réel transcendant sur Q(dp, a, b))

P1 = C ∪ {∞}

xι1(s)
def
= x(1/s) = x(s)

yι2(s)
def
= y(q/s) = y(s)

ι2 ι1

Q(x(s), y(s)) analytique sur U0 ∪ U∞

x(s), y(s) ∈ C(s)

q > 1



Équation aux q-différences III: les équations

1
xyK(x, y)Q(x,y) = ω + γ1(x, y)xQ(x, 0) + γ2(x, y)yQ(0, y)



Équation aux q-différences III: les équations

1
xyK(x, y)Q(x,y) = ω + γ1(x, y)xQ(x, 0) + γ2(x, y)yQ(0, y)

0 = ω + γ̃1(s)x(s)Q(x(s), 0) + γ̃2(s)y(s)Q(0, y(s))
γ̃1(s) = γ1(x(s), y(s))

γ̃2(s) = γ2(x(s), y(s))

Évaluation en (x, y) = (x(s), y(s)) pour s ∈ U0 :



Équation aux q-différences III: les équations

1
xyK(x, y)Q(x,y) = ω + γ1(x, y)xQ(x, 0) + γ2(x, y)yQ(0, y)

0 = ω + γ̃1(s)x(s)Q(x(s), 0) + γ̃2(s)y(s)Q(0, y(s))
γ̃1(s) = γ1(x(s), y(s))

γ̃2(s) = γ2(x(s), y(s))

Évaluation en (x, y) = (x(s), y(s)) pour s ∈ U0 :

Évaluation en (x, y) = (x( qs ), y(
q
s )) = (x( sq ), y(s)) pour s ∈ U0 :

0 = ω + γ̃1(
q
s )x(

s
q )Q(x( sq ), 0) + γ̃2(

q
s )y(s)Q(0, y(s))



Équation aux q-différences III: les équations

1
xyK(x, y)Q(x,y) = ω + γ1(x, y)xQ(x, 0) + γ2(x, y)yQ(0, y)

0 = ω + γ̃1(s)x(s)Q(x(s), 0) + γ̃2(s)y(s)Q(0, y(s))
γ̃1(s) = γ1(x(s), y(s))

γ̃2(s) = γ2(x(s), y(s))

Évaluation en (x, y) = (x(s), y(s)) pour s ∈ U0 :

Évaluation en (x, y) = (x( qs ), y(
q
s )) = (x( sq ), y(s)) pour s ∈ U0 :

0 = ω + γ̃1(
q
s )x(

s
q )Q(x( sq ), 0) + γ̃2(

q
s )y(s)Q(0, y(s))

qF (s) = x( sq )Q(x( sq ), 0)
qF ( sq ) =

γ̃

γ̃ι2
(s) qF (s)+

(
ω

γ̃2(s)
− ω

γ̃ι2
2 (s)

)
1

γ̃ι2(s)



Équation aux q-différences IV: prolongement méromorphe



Équation aux q-différences IV: prolongement méromorphe

qF ( sq ) =
γ̃

γ̃ι2
(s) qF (s)+

(
ω

γ̃2(s)
− ω

γ̃ι2
2 (s)

)
1

γ̃ι2(s)
pour s ∈ U0



Équation aux q-différences IV: prolongement méromorphe

qF ( sq ) =
γ̃

γ̃ι2
(s) qF (s)+

(
ω

γ̃2(s)
− ω

γ̃ι2
2 (s)

)
1

γ̃ι2(s)
pour s ∈ U0

U0

0
q > 1



Équation aux q-différences IV: prolongement méromorphe

qF ( sq ) =
γ̃

γ̃ι2
(s) qF (s)+

(
ω

γ̃2(s)
− ω

γ̃ι2
2 (s)

)
1

γ̃ι2(s)
pour s ∈ U0

0

U
(1)
0

q > 1



Équation aux q-différences IV: prolongement méromorphe

qF ( sq ) =
γ̃

γ̃ι2
(s) qF (s)+

(
ω

γ̃2(s)
− ω

γ̃ι2
2 (s)

)
1

γ̃ι2(s)
pour s ∈ U0

q > 1
0

U
(2)
0



Équation aux q-différences IV: prolongement méromorphe

qF ( sq ) =
γ̃

γ̃ι2
(s) qF (s)+

(
ω

γ̃2(s)
− ω

γ̃ι2
2 (s)

)
1

γ̃ι2(s)
pour s ∈ U0

q > 1

C

0



Équation aux q-différences IV: prolongement méromorphe

qF ( sq ) =
γ̃

γ̃ι2
(s) qF (s)+

(
ω

γ̃2(s)
− ω

γ̃ι2
2 (s)

)
1

γ̃ι2(s)
pour s ∈ U0

q > 1

C

0

F̃ ( sq ) =
γ̃

γ̃ι2
(s)F̃ (s)+

(
ω

γ̃2(s)
− ω

γ̃ι2
2 (s)

)
1

γ̃ι2(s)
pour s ∈ C



Équations aux q-différences V: caractérisation

F̃ ( sq ) =
γ̃

γ̃ι2
(s)F̃ (s)+

(
ω

γ̃2(s)
− ω

γ̃ι2
2 (s)

)
1

γ̃ι2(s)

0 = ω + γ̃1(s)F̃ (s) + γ̃2(s)G̃(s) (E)

F̃ (s) = x(s)Q(x(s), 0)

1
xyK(x, y)Q(x,y) = ω + γ1(x, y)xQ(x, 0) + γ2(x, y)yQ(0, y)

G̃(s) = y(s)Q(0, y(s))



Équations aux q-différences V: caractérisation

F̃ ( sq ) =
γ̃

γ̃ι2
(s)F̃ (s)+

(
ω

γ̃2(s)
− ω

γ̃ι2
2 (s)

)
1

γ̃ι2(s)

0 = ω + γ̃1(s)F̃ (s) + γ̃2(s)G̃(s) (E)

F̃ (s) = x(s)Q(x(s), 0)

1
xyK(x, y)Q(x,y) = ω + γ1(x, y)xQ(x, 0) + γ2(x, y)yQ(0, y)

G̃(s) = y(s)Q(0, y(s))

Q(x, y) algébrique

Q(x, y) D-finie

Q(x, y) D-algébrique

F̃ (s) et G̃(s) algébriques

F̃ (s) et G̃(s) D-finies

F̃ (s) et G̃(s) D-algébriques

⇔

⇔

⇔

pour s ∈ U0
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Théorème [Ishizaki,98]
Les solutions méromorphes d’équations aux q-différences à coefficients
rationnels sont soit rationnelles soit hypertranscendantes.
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Équations aux q-différences VI: critère Galoisien

Théorème [Ishizaki,98]
Les solutions méromorphes d’équations aux q-différences à coefficients
rationnels sont soit rationnelles soit hypertranscendantes.

Stratégie:

Q(x, y) est D-algébrique ⇔ F̃ (s) est D-algébrique ⇔ F̃ (s) rationnelle



Équations aux q-différences VI: critère Galoisien

Théorème [Ishizaki,98]
Les solutions méromorphes d’équations aux q-différences à coefficients
rationnels sont soit rationnelles soit hypertranscendantes.

Stratégie:

Q(x, y) est D-algébrique ⇔ F̃ (s) est D-algébrique ⇔ F̃ (s) rationnelle

• si (E) a une unique solution, rationnelle, on montre que Q(x, y) est
algébrique



Équations aux q-différences VI: critère Galoisien

Théorème [Ishizaki,98]
Les solutions méromorphes d’équations aux q-différences à coefficients
rationnels sont soit rationnelles soit hypertranscendantes.

Stratégie:

Q(x, y) est D-algébrique ⇔ F̃ (s) est D-algébrique ⇔ F̃ (s) rationnelle

• si (E) a une unique solution, rationnelle, on montre que Q(x, y) est
algébrique

• si (E) n’a pas de solution rationnelle, on montre que Q(x, y) est
hypertranscendante



III. Équations de découplage



Équations de découplage

F̃ ( sq ) =
γ̃

γ̃ι2
(s)F̃ (s)+

(
ω

γ̃2(s)
− ω

γ̃ι2
2 (s)

)
1

γ̃ι2(s)

γ̃1(s)F̃ (s) + γ̃2(s)G̃(s) + ω = 0

(E)



Équations de découplage

F̃ (s) = f̃(s) + f̃h(s) G̃(s) = g̃(s) + g̃h(s),

Proposition (Découplage)

Si F̃ et G̃ sont dans C(s) (rationnelles), elles peuvent s’écrire

γ̃1(s)f(s) + γ̃2(s)g(s) + ω = 0 f ι1(s) = f(s) et gι2(s) = g(s)

γ̃1(s)fh(s) + γ̃2(s)gh(s) = 0 f ι1
h (s) = −fh(s) et g

ι2
h (s) = −gh(s)

(f̃ , g̃) et (f̃h, g̃h) satisfaisant les équations suivantes (de découplage) :

F̃ ( sq ) =
γ̃

γ̃ι2
(s)F̃ (s)+

(
ω

γ̃2(s)
− ω

γ̃ι2
2 (s)

)
1

γ̃ι2(s)

γ̃1(s)F̃ (s) + γ̃2(s)G̃(s) + ω = 0

(E)

(D)

(Dh)



Intermède: pôles de fractions
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Intermède: pôles de fractions

On se place sur la courbe P1 = C ∪ {∞}.

• Si f ∈ C(s) est une fonction de P1 → P1, elle a un nombre fini de
zéros et de pôles.

Exemple: s(s−1)2

s−2 a comme zéros (0) et (1) et comme pôles (2) et (∞).



Intermède: pôles de fractions

On se place sur la courbe P1 = C ∪ {∞}.

• Si f ∈ C(s) est une fonction de P1 → P1, elle a un nombre fini de
zéros et de pôles.

• Pour une fonction f , on note son diviseur
(f) = (f)0 − (f)∞ =

∑
zéros−

∑
pôles (avec multiplicité).

Exemple: s(s−1)2

s−2 a comme diviseur (0) + 2 · (1)− (2)− 2 · (∞).

Exemple: s(s−1)2

s−2 a comme zéros (0) et (1) et comme pôles (2) et (∞).



Intermède: pôles de fractions

On se place sur la courbe P1 = C ∪ {∞}.

• Si f ∈ C(s) est une fonction de P1 → P1, elle a un nombre fini de
zéros et de pôles.

• Pour une fonction f , on note son diviseur
(f) = (f)0 − (f)∞ =

∑
zéros−

∑
pôles (avec multiplicité).

Exemple: s(s−1)2

s−2 a comme diviseur (0) + 2 · (1)− (2)− 2 · (∞).

• Pour f une fonction et τ un automorphisme tel que fτ = ±f , l’ensemble
des pôles (resp. des zéros) de f sont stables par τ

Exemple: s(s−1)2

s−2 a comme zéros (0) et (1) et comme pôles (2) et (∞).



Lemme de propagation

(γ̃1) = P1+P2−0−∞ (γ̃2) = P3 + P4 − 0−∞

γ̃1f + γ̃2g + ω = 0

σ = ι2 ◦ ι1

f ι1 = f et gι2 = g
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(γ̃1) = P1+P2−0−∞ (γ̃2) = P3 + P4 − 0−∞

γ̃1f + γ̃2g + ω = 0

P est un pôle de f Conditions

σ = ι2 ◦ ι1

f ι1 = f et gι2 = g



Lemme de propagation

(γ̃1) = P1+P2−0−∞ (γ̃2) = P3 + P4 − 0−∞

γ̃1fff + γ̃2g + ω = 0

P est un pôle de f Conditions
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Lemme de propagation

(γ̃1) = P1+P2−0−∞ (γ̃2) = P3 + P4 − 0−∞

γ̃1fff + γ̃2g + ω = 0

P est un pôle de f

⇒ ι1P est un pôle de f

Conditions

f ι1 = ff ι1 = ff ι1 = f et gι2 = g

σ = ι2 ◦ ι1



Lemme de propagation

(γ̃1) = P1 + P2P1 + P2P1 + P2 − 0−∞ (γ̃2) = P3 + P4 − 0−∞

γ̃1fff + γ̃2g + ω = 0

P est un pôle de f

⇒ ι1P est un pôle de f

Conditions

σ = ι2 ◦ ι1

f ι1 = f et gι2 = g



Lemme de propagation

(γ̃1) = P1 + P2P1 + P2P1 + P2 − 0−∞ (γ̃2) = P3 + P4 − 0−∞

γ̃1fγ̃1fγ̃1f + γ̃2g + ω = 0

P est un pôle de f

⇒ ι1P est un pôle de f

⇒ ι1P est un pôle de γ̃1f

Conditions

ι1P ̸= P1, P2

σ = ι2 ◦ ι1

f ι1 = f et gι2 = g



Lemme de propagation

(γ̃1) = P1+P2−0−∞ (γ̃2) = P3 + P4 − 0−∞

γ̃1f + γ̃2g + ωγ̃2g + ωγ̃2g + ω = 0

P est un pôle de f

⇒ ι1P est un pôle de f

⇒ ι1P est un pôle de γ̃1f

Conditions

ι1P ̸= P1, P2

σ = ι2 ◦ ι1

f ι1 = f et gι2 = g



Lemme de propagation

(γ̃1) = P1+P2−0−∞ (γ̃2) = P3 + P4 − 0−∞

γ̃1f + γ̃2gγ̃2gγ̃2g + ω = 0

P est un pôle de f

⇒ ι1P est un pôle de f

⇒ ι1P est un pôle de γ̃1f

⇒ ι1P est un pôle de γ̃2g

Conditions

ι1P ̸= P1, P2

σ = ι2 ◦ ι1

f ι1 = f et gι2 = g



Lemme de propagation

(γ̃1) = P1+P2−0−∞ (γ̃2) = P3 + P4−0−∞−0−∞−0−∞

γ̃1f + γ̃2gγ̃2gγ̃2g + ω = 0

P est un pôle de f

⇒ ι1P est un pôle de f

⇒ ι1P est un pôle de γ̃1f

⇒ ι1P est un pôle de γ̃2g

Conditions

ι1P ̸= P1, P2

σ = ι2 ◦ ι1

f ι1 = f et gι2 = g



Lemme de propagation

(γ̃1) = P1+P2−0−∞ (γ̃2) = P3 + P4−0−∞−0−∞−0−∞

γ̃1f + γ̃2ggg + ω = 0

P est un pôle de f

⇒ ι1P est un pôle de f

⇒ ι1P est un pôle de γ̃1f

⇒ ι1P est un pôle de γ̃2g

⇒ ι1P est un pôle de g

Conditions

ι1P ̸= 0, ∞

ι1P ̸= P1, P2

σ = ι2 ◦ ι1

f ι1 = f et gι2 = g



Lemme de propagation

(γ̃1) = P1+P2−0−∞ (γ̃2) = P3 + P4 − 0−∞

γ̃1f + γ̃2ggg + ω = 0

P est un pôle de f

⇒ ι1P est un pôle de f

⇒ ι1P est un pôle de γ̃1f

⇒ ι1P est un pôle de γ̃2g

⇒ ι1P est un pôle de g

Conditions

ι1P ̸= 0, ∞

ι1P ̸= P1, P2

σ = ι2 ◦ ι1

f ι1 = f et gι2 = ggι2 = ggι2 = g



Lemme de propagation

(γ̃1) = P1+P2−0−∞ (γ̃2) = P3 + P4 − 0−∞

γ̃1f + γ̃2ggg + ω = 0

P est un pôle de f

⇒ ι1P est un pôle de f

⇒ ι1P est un pôle de γ̃1f

⇒ ι1P est un pôle de γ̃2g

⇒ ι1P est un pôle de g

Conditions

ι1P ̸= 0, ∞

ι1P ̸= P1, P2

σ = ι2 ◦ ι1

f ι1 = f et gι2 = ggι2 = ggι2 = g

⇒ σP est un pôle de g



Lemme de propagation

(γ̃1) = P1+P2−0−∞ (γ̃2) = P3 + P4 − 0−∞

γ̃1f + γ̃2ggg + ω = 0

P est un pôle de f

⇒ σP est un pôle de g

Conditions

ι1P ̸= 0, ∞

ι1P ̸= P1, P2

σ = ι2 ◦ ι1

f ι1 = f et gι2 = g



Lemme de propagation

(γ̃1) = P1+P2−0−∞ (γ̃2) = P3 + P4P3 + P4P3 + P4 − 0−∞

γ̃1f + γ̃2ggg + ω = 0

P est un pôle de f

⇒ σP est un pôle de g

Conditions

ι1P ̸= 0, ∞

ι1P ̸= P1, P2

σ = ι2 ◦ ι1

f ι1 = f et gι2 = g



Lemme de propagation

(γ̃1) = P1+P2−0−∞ (γ̃2) = P3 + P4P3 + P4P3 + P4 − 0−∞

γ̃1f + γ̃2gγ̃2gγ̃2g + ω = 0

P est un pôle de f

⇒ σP est un pôle de g

Conditions

ι1P ̸= 0, ∞

ι1P ̸= P1, P2⇒ σP est un pôle de γ̃2g

σP ̸= P3, P4

σ = ι2 ◦ ι1

f ι1 = f et gι2 = g



Lemme de propagation

(γ̃1) = P1+P2−0−∞ (γ̃2) = P3 + P4 − 0−∞

γ̃1f + γ̃2g + ωγ̃2g + ωγ̃2g + ω = 0

P est un pôle de f

⇒ σP est un pôle de g

Conditions

ι1P ̸= 0, ∞

ι1P ̸= P1, P2⇒ σP est un pôle de γ̃2g

σP ̸= P3, P4

σ = ι2 ◦ ι1

f ι1 = f et gι2 = g



Lemme de propagation

(γ̃1) = P1+P2−0−∞ (γ̃2) = P3 + P4 − 0−∞

γ̃1fγ̃1fγ̃1f + γ̃2g + ω = 0

P est un pôle de f

⇒ σP est un pôle de g

Conditions

ι1P ̸= 0, ∞

ι1P ̸= P1, P2⇒ σP est un pôle de γ̃2g

σP ̸= P3, P4

⇒ σP est un pôle de γ̃1f

σ = ι2 ◦ ι1

f ι1 = f et gι2 = g



Lemme de propagation

(γ̃1) = P1 + P2−0−∞−0−∞−0−∞ (γ̃2) = P3 + P4 − 0−∞

γ̃1fγ̃1fγ̃1f + γ̃2g + ω = 0

P est un pôle de f

⇒ σP est un pôle de g

Conditions

ι1P ̸= 0, ∞

ι1P ̸= P1, P2⇒ σP est un pôle de γ̃2g

σP ̸= P3, P4

⇒ σP est un pôle de γ̃1f

σ = ι2 ◦ ι1

f ι1 = f et gι2 = g



Lemme de propagation

(γ̃1) = P1 + P2−0−∞−0−∞−0−∞ (γ̃2) = P3 + P4 − 0−∞

γ̃1fγ̃1fγ̃1f + γ̃2g + ω = 0

P est un pôle de f

⇒ σP est un pôle de g

Conditions

ι1P ̸= 0, ∞

ι1P ̸= P1, P2⇒ σP est un pôle de γ̃2g

σP ̸= P3, P4

⇒ σP est un pôle de γ̃1f

σ = ι2 ◦ ι1

f ι1 = f et gι2 = g

⇒ σP est un pôle de f



Lemme de propagation

(γ̃1) = P1+P2−0−∞ (γ̃2) = P3 + P4 − 0−∞

γ̃1fff + γ̃2g + ω = 0

P est un pôle de f Conditions

ι1P ̸= 0, ∞

ι1P ̸= P1, P2

σP ̸= P3, P4

⇒ σP est un pôle de f

σ = ι2 ◦ ι1

f ι1 = f et gι2 = g

σP ̸= 0, ∞



Lemme de propagation

(γ̃1) = P1+P2−0−∞ (γ̃2) = P3 + P4 − 0−∞

γ̃1f + γ̃2g + ω = 0

σ = ι2 ◦ ι1

f ι1 = f et gι2 = g

Lemme Soit P un pôle de f

• si P ̸∈ L+
f alors σ(P ) est un pôle de f

• si P ̸∈ L−
f alors σ−1(P ) est un pôle de f

L+
f := {ι1P1, ι1P2, σ

−1P3, σ
−1P4, 0,∞} L−

f := {P1, P2, ι2P3, ι2P4, 0,∞}



Pôles possibles

γ̃1f + γ̃2g + ω = 0

Soit P un pôle de f différent de 0 ou ∞

f ι1 = f et gι2 = g

L+
f := {ι1P1, ι1P2, σ

−1P3, σ
−1P4, 0,∞}L−

f := {P1, P2, ι2P3, ι2P4, 0,∞}



Pôles possibles

γ̃1f + γ̃2g + ω = 0

P

Soit P un pôle de f différent de 0 ou ∞

f ι1 = f et gι2 = g

L+
f := {ι1P1, ι1P2, σ

−1P3, σ
−1P4, 0,∞}L−

f := {P1, P2, ι2P3, ι2P4, 0,∞}
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• Si pour tout Q− ∈ L−
f et Q+ ∈ L+

f on a pour tout n ≥ 0 que

σnQ− ̸= Q+, alors f n’a pas d’autres pôles que 0 et ∞ (fixés par σ)

• Étant donnés Q− ∈ L−
f et Q+ ∈ L+

f et n ∈ N, les conditions pour
σnQ− = Q+ sont algébriques sur les paramètres (dp)p∈S , a, b.
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ι2P3

ι2P4
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⊥

⊥

⊥

⊥

⊥

⊥−1−1
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−2
0

⊥
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⊥

⊥

⊥

⊥

⊥−1−1

⊥
si a = 1
sinon

−2 si b = 1
⊥ sinon

−2

⊥
si a = b = 1
sinon

si σnQ− = Q+ on écrit n, sinon ⊥

0 si a+ b = ab

L−
f
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f
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Q(x, 0) =
1− abd1,−1d−1,1t

2

1− abd1,−1d−1,1t2 − ad1,0xt− abd1,−1d0,1xt2

Q(0, y) =
1− abd1,−1d−1,1t

2

1− abd1,−1d−1,1t2 − bd0,1yt− abd−1,1d1,0yt2

• Supposons que a+ b ̸= ab et Q(x,y) D-algébrique

• F̃ (s) = f̃(s) + f̃h(s) et G̃(s) = g̃(s) + g̃h(s)

• on montre que si a+ b ̸= ab, les seuls pôles de f̃ sont 0 et ∞
⇒ f̃(s) = f(x(s)) où f(x) ∈ C[ 1x ]

• on montre que si a+ b ̸= ab, alors f̃h(s) = 0

⇒ F̃ (s) = f̃(s) ⇒ x(s)Q(x(s), 0) = f(x(s)) ⇒ xQ(x, 0) ∈ C[ 1x ], absurde

• Si a+ b = ab, on trouve des solutions f et g de (D), on montre
que (Dh) n’a pas de solution non nulle, et on trouve alors :

(D)

(Dh)
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Autre exemple

Cas a = b = 2

• ω = 0 donc f = g = 0 est solution de γ̃1f + γ̃2g + ω = 0
avec f ι1 = 0 et gι2 = 0

• on trouve fh et gh solutions de γ̃1fh + γ̃2gh = 0 avec
f ι1
h = −fh et gι2h = −gh. Il existe fh(x(s)) = fh(s)

2 et
gh(y(s)) = gh(s)

2 , fh et gh pas des carrés

• on en déduit (x(s)Q(x(s), 0))2 = (F̃ (s))2 = (fh(s))
2 = fh(x(s))

⇒ xQ(x, 0) =
√
fh(x)

(D)

(Dh)



Les cas algébriques

Q(x, 0) =
1− abd1,−1d−1,1t

2

1− abd1,−1d−1,1t2 − ad1,0xt− abd1,−1d0,1xt2

Q(0, y) =
1− abd1,−1d−1,1t

2

1− abd1,−1d−1,1t2 − bd0,1yt− abd−1,1d1,0yt2

Q(x, 0) =
1√

1− 4d1,1d1,−1x2t2

1−4d1,−1d−1,1t2

Q(0, y) =
1√

1− 4d1,1d−1,1y2t2

1−4d1,−1d−1,1t2

a+ b = ab

a = b = 2
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• Cas algébriques : preuves alternatives, asymptotique et transitions de
phase des cas rationnels
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Merci de votre attention !


