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Introduction : automates cellulaires

Automates cellulaires sur 72 :

Soit S un ensemble fini (ensemble d'états).
A chacun des éléments de Z? (sites) on attribue un état dans S.
= Elément de S%° (configuration).

A chaque temps, on modifie I'état de chaque site en fonction des états
des sites alentour.

Percolation bootstrap = classe d'automates cellulaires.
Modéles avec contraintes cinétiques = classe de modéles proches.
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Introduction : percolation bootstrap et modéles avec

contraintes cinétiques

Ensemble d’états S = {0,1}.

Percolation bootstrap : un site a 0 reste a 0 et un site 3 1 passe a 0
quand une contrainte est satisfaite en ce site.
= Monotone et déterministe.

Modeéles avec contraintes cinétiques : tout site passe a 0 avec
probabilité g et a 1 avec probabilité 1 — g quand la contrainte est
satisfaite en ce site.

= Version non monotone et aléatoire de la percolation bootstrap.

Contrainte en un site de la forme « il y a assez de sites & 0 aux alentours
de ce site ».
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Introduction : classification d'universalité

Il'y a une infinité de contraintes possibles.
Le comportement dépend du choix de la contrainte.

= A-t-on une classification des contraintes en un nombre fini de
catégories telle que des contraintes de la méme catégorie induisent le
méme comportement ?

Une telle classification se nomme classification d’universalité.
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Définition d'une contrainte

On est sur {0,1}%"

Soit U une famille de mise a jour, i.e. U = {Uy,..., Uy} avec
U; € 72\ {0} finis non vides.

La contrainte en un site x est satisfaite si et seulement si I'un des x + U;
ne contient que des zéros.

Exemple : ° o o ©
le modéle Est en dimension 2,

U ={{(=1,0)},{(0, -1)}} e o o o

e—=sited 0, o=siteal
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Définition de la percolation bootstrap

Dynamique sur {0, 1}Zz a temps discret.
Soit {Us, ..., Un} une famille de mise a jour.

Pour tout t € IN*,
@ les sites a 0 au temps t — 1 restent a 0 au temps t;

@ un site x 3 1 au temps t — 1 passe a 0 au temps t si et seulement si
I'un des x + U; ne contient que des zéros au temps t — 1.

Configuration initiale aléatoire de loi notée i sous laquelle :
@ tous les sites sont indépendants,

P(x est 3 0) = q,

P(xestal)=1-—gq,

avec g € [0, 1] fixé.

oVXEZz,{
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Quantités d'intérét en percolation bootstrap

La dynamique met-elle I'origine a 0 avec probabilité 17

Propriété

Il existe gc € [0,1] tel que :
@ si g < g, IP(la dynamique met I'origine 3 0) < 1;
@ si g > g, P(la dynamique met I'origine 3 0) = 1.

= Valeur de g.?
On définit 787 le premier temps auquel I'origine est a 0.
= Comportement de 787 quand g — q.?

On note T5BP |la médiane de 7BF.
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Classification d'universalité pour la percolation bootstrap

Théoréme (Bollobas, Smith, Uzzell, 2015 + Bollobas, Duminil-Copin,
Morris, Smith, 2014 + Balister, Bollobas, Przykucki, Smith, 2016)

Les contraintes se répartissent en trois classes :

e surcritiques, pour lesquelles g. = 0 et TBP = (%)9(1) quand g — 0;

o critiques, pour lesquelles g. = 0 et TBP = exp((%)“*"(l)) quand
g — 0, ol « est la difficulté de la contrainte ;

@ sous-critiques, pour lesquelles g. > 0.
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Heuristique pour la percolation bootstrap surcritique et

critique
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Heuristique pour la percolation bootstrap surcritique et

critique
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Heuristique pour la percolation bootstrap surcritique et
critique
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Heuristique pour la percolation bootstrap surcritique et
critique

gc. = 0.
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Heuristique pour la percolation bootstrap surcritique et

critique

. XO

77
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Heuristique pour la percolation bootstrap surcritique et

critique

1/P(l)
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Heuristique pour la percolation bootstrap surcritique et

critique

. XO

/Pl
787 — 1/P (Hl).
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Heuristique pour la percolation bootstrap surcritique et

critique

. XO

1/P()
757 =1/P ().

@ contraintes surcritiques :
B de ©(1) sites = P (Jii]) = ¢°V.
= TBP =1/¢°0),
@ contraintes critiques :
Bl de ©(1/¢%) sites = P (JJf]) = ¢°/9") = exp(—1/q>+°W).
= TBP = exp(1/q*to).
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Définition des modéles avec contraintes cinétiques

Intuitivement : tout site passe a 0 avec probabilité g et a 1 avec
probabilité 1 — g quand la contrainte est satisfaite en ce site.

Pour chaque site, les tentatives de changement d'état ont lieu 3 des
temps aléatoires de loi continue.

Dynamique a temps continu sur {0, 1}22_

Soient {Uy, ..., Uy} une famille de mise a jour et g € [0, 1].

Construction : Indépendamment pour tout x € Z?2, on se donne :
@ (exk)ken+ indépendantes de loi Exponentielle(1),
@ (B k)ken+ indépendantes de loi Bernoulli(1 — g) indépendantes de
(ex,k)kelN*-
Pour tous x € Z?, k € IN*, au temps Z;f:l ex¢, si l'un des x + U; ne
contient que des zéros, on remplace |'état de x par By k.

Configuration initiale aléatoire de loi p.
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Quantité d'intérét pour les modéles avec contraintes

cinétiques

On définit 7KM |e premier temps auquel I'origine est a 0.

= Comportement de 7¥M quand g — q.?

On a toujours
E(rKM) = Q(T58P) quand g — g..

= A-t-on E(7XM) = ©(T5BP) quand ¢ — q.?
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Résultat d'universalité pour les modéles avec contraintes

cinétiques surcritiques

qgc=0, TBP = (q)( quand g — 0.

Théoréme (M., Martinelli, Toninelli, 2020 + Martinelli, Morris, Toninelli,

2019)

Les contraintes surcritiques se répartissent en deux classes :

o non enracinées, pour lesquelles E(7XM) = (£)°) quand ¢ — 0;

o enracinées, pour lesquelles E(r*M) = ($)°(n(*/9) quand g — 0.
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Résultat d'universalité pour les modéles avec contraintes

cinétiques critiques

gc=0, TBF = eXp((%)‘”"(l)) quand g — 0.

Théoréme (Hartarsky, M., Toninelli, 2020 + Martinelli, Morris, Toninelli,

2019 + Hartarsky, Martinelli, Toninelli, 2021)

Les contraintes critiques se répartissent en deux classes :

@ avec un nombre fini de directions stables, pour lesquelles
E(7KM) = exp((5)*T°(M) quand g — 0;

@ avec un nombre infini de directions stables, pour lesquelles
E(7KM) = exp((%)zo‘“’(l)) quand g — 0.

Hartarsky, Maréché 2022 + Hartarsky 2021 :
exp((£)7°M) = exp((2)*(In($))").
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Heuristique pour les modéles avec contraintes cinétiques
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Heuristique pour les modéles avec contraintes cinétiques
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Heuristique pour les modéles avec contraintes cinétiques

Barriére d’'énergie : pour mettre |'origine a 0, il faut passer par une
configuration contenant beaucoup de 0.

= Configuration trés improbable.

= Ca prend beaucoup de temps.
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Heuristique pour les modéles avec contraintes cinétiques
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Heuristique pour les modéles avec contraintes cinétiques
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Heuristique pour les modéles avec contraintes cinétiques
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Heuristique pour les modéles avec contraintes cinétiques
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Heuristique pour les modéles avec contraintes cinétiques

B | [l possible.

Surcritiques non enracinés
Critiques avec un nombre fini de directions stables

-

= Configuration de probabilité P (-) =P (.)2
= E() = 1/p (H)°.

@ Surcritiques non enracinés : P (.) =q
= E(rKM) = 1/4°0),

o Critiques avec un nombre fini de directions stables :
P () = exp(—1/g+oW).

= E(rKM) = exp(1/q>+°M).
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Heuristique pour les modéles avec contraintes cinétiques

B | [l possible.

Surcritiques non enracinés
Critiques avec un nombre fini de directions stables

m -

= Configuration de probabilité P (-) =P (.)2
= E() = 1/p (H)°.

@ Surcritiques non enracinés : P (.) =q
= E(rKM) = 1/4°0),

o Critiques avec un nombre fini de directions stables :
P () = exp(—1/g+oW).

= E(rKM) = exp(1/q>+°M).
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Heuristique pour les modéles avec contraintes cinétiques

B | [l possible.

Surcritiques non enracinés
Critiques avec un nombre fini de directions stables

= Configuration de probabilité P (-) =P (.)2
= E() = 1/p (l)°.

@ Surcritiques non enracinés : P (.) =q
= E(rKM) = 1/4°0),

o Critiques avec un nombre fini de directions stables :
P () = exp(—1/g+oW).

= E(rKM) = exp(1/q>+°M).

Laure Maréché Percolation bootstrap et modéles avec contraintes cinétiques



Heuristique pour les modéles avec contraintes cinétiques

B | [l possible.

Surcritiques non enracinés
Critiques avec un nombre fini de directions stables

-

= Configuration de probabilité P (-) =P (.)2
= E() = 1/p (l)°.

@ Surcritiques non enracinés : P (.) =q
= E(rKM) = 1/4°0),

o Critiques avec un nombre fini de directions stables :
P () = exp(—1/g+oW).

= E(rKM) = exp(1/q>+°M).
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Heuristique pour les modéles avec contraintes cinétiques

B | [l possible.

Surcritiques non enracinés
Critiques avec un nombre fini de directions stables

= Configuration de probabilité P (-) =P (.)2
= E() = 1/p (l)°.

@ Surcritiques non enracinés : P (.) =q
= E(rKM) = 1/4°0),

o Critiques avec un nombre fini de directions stables :
P () = exp(—1/g+oW).

= E(rKM) = exp(1/q>+°M).
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Heuristique pour les modéles avec contraintes cinétiques

B | [l possible.

Surcritiques non enracinés
Critiques avec un nombre fini de directions stables

= Configuration de probabilité P (-) =P (.)2
= E() = 1/p (l)°.

@ Surcritiques non enracinés : P (.) =q
= E(rKM) = 1/4°0),

o Critiques avec un nombre fini de directions stables :
P () = exp(—1/g+oW).

= E(rKM) = exp(1/q>+°M).
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Heuristique pour les modéles avec contraintes cinétiques

B | [l possible.

Surcritiques non enracinés
Critiques avec un nombre fini de directions stables

= Configuration de probabilité P (-) =P (.)2
= E() = 1/p (l)°.

@ Surcritiques non enracinés : P (.) =q
= E(rKM) = 1/4°0),

o Critiques avec un nombre fini de directions stables :
P () = exp(—1/g+oW).

= E(rKM) = exp(1/q>+°M).
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Heuristique pour les modéles avec contraintes cinétiques

B | [l possible.

Surcritiques non enracinés
Critiques avec un nombre fini de directions stables

= Configuration de probabilité P (-) =P (.)2
= E() = 1/p (l)°.

@ Surcritiques non enracinés : P (.) =q
= E(rKM) = 1/4°0),

o Critiques avec un nombre fini de directions stables :
P () = exp(—1/g+oW).

= E(rKM) = exp(1/q>+°M).
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Heuristique pour les modéles avec contraintes cinétiques

B | [l possible.

Surcritiques non enracinés
Critiques avec un nombre fini de directions stables

= Configuration de probabilité P (-) =P (.)2
= E() = 1/p (l)°.

@ Surcritiques non enracinés : P (.) =q
= E(rKM) = 1/4°0),

o Critiques avec un nombre fini de directions stables :
P () = exp(—1/g+oW).

= E(rKM) = exp(1/q>+°M).
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Heuristique pour les modéles avec contraintes cinétiques

|_ = - -
B | [l impossible.
Surcritiques enracinés.
Critiques avec un nombre infini de directions stables.

Pour mettre |'origine a 0, la dynamique doit passer par une configuration
avec au moins n [JJ], ot n = ©(In(distance de I'origine au [ initial le

plus proche)) = ©(In(1/P (Jl])))-

= Configuration de probabilité IP (.) =P (.) (In(1/P(m))
= E(TKCM) =1/P (.)@(“‘(1/]}’(.))).

@ Surcritiques enracinés : P (.) = q°W),

= B(rKM) = (1/4)Pn01/9),
o Critiques avec un nombre infini de directions stables :
P () = exp(~1/g°°M).

= E(TKCM) — exp(l/q2a+°(1)).
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Conclusion

La classification d’universalité de la percolation bootstrap est pertinente
pour les modéles avec contraintes cinétiques.

MAIS barriéres d'énergie = différences entre les deux classes de modéles.

= Raffinement de la classification pour les modéles avec contraintes
cinétiques.
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@ Modéles sous-critiques ?

@ Dimension plus grande?
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Merci de votre attention.
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Universalité pour la percolation bootstrap critique :

logarithmes

On peut faire mieux que T8° = exp((%)‘”"(l)) !

Théoréme (Bollobas, Duminil-Copin, Morris, Smith, 2014)

Les contraintes critiques se subdivisent en :
o équilibrées, pour lesquelles T8 = exp(@((%)o‘)) quand g — 0;

o déséquilibrées, pour lesquelles TEP = exp(@((%)‘l In(%)z)) quand
qg — 0.
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Universalité pour les modéles avec contraintes cinétiques

critiques avec un nombre infini de directions stables

E(7KMY) = exp((%)22+°(1)) quand g — 0.
q

Théoréme (Hartarsky, M., 2020 + Martinelli, Morris, Toninelli, 2019 +

Hartarsky, 2021)

Les contraintes critiques avec un nombre infini de directions stables
vérifient :
o si elles sont équilibrées, E(7"M) = exp(©((;)**)) quand g — 0;

o si elles sont déséquilibrées, E(7"M) = exp(O((5)** In(¢)*)) quand
qg — 0.
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Universalité pour les modéles avec contraintes cinétiques

critiques avec un nombre fini de directions stables

E(rKM) = exp((%)a+o(1)) quand g — 0.

Théoréme (Hartarsky, M., 2020 + Hartarsky, Martinelli, Toninelli, 2019

+ Hartarsky, 2021)

Les contraintes critiques avec un nombre fini de directions stables
vérifient :
@ si elles sont équilibrées, elles se subdivisent en
o isotropes, pour lesquelles TE(7"M) = exp(@((%)o‘)) quand g — 0;
o semi-dirigées, pour lesquelles B(7¥M) = exp(@((%)(’ In(In(%))))
quand g — 0;
o enracinées, pour lesquelles E(7XM) = exp(@((i)a In(%))) quand
q—0;
@ si elles sont déséquilibrées, elles se subdivisent en
o non enracinées, pour lesquelles B(7X) = exp(9((3)* In(3)%))
quand g — 0;
o enracinées, pour lesquelles E(7") = exp(©((%) In(%)?)) quand
q— 0.
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