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Définition des circuits

Un circuit

est soit un générateur g
· · ·

· · ·

s

e

, soit un fil | ,

soit un assemblage :

c1
· · ·

· · ·

s1

e1

? c2
· · ·

· · ·

s2

e2

:= c1
· · ·

· · ·
c2
· · ·

· · ·

s1 + s2

e1 + e2

ou c1
· · ·

· · ·

s

e1

◦ c2
· · ·

· · ·

s2

s

:=
c1
· · ·

· · ·
e1

c2
· · ·

s2

.
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Dénombrer les circuits
Problème

Ce,n,s(G) :=



n générateurs

· · ·

· · ·

s

e



Générateurs : G :=


1
· · ·

· · ·

β1

α1

, . . . , m1
· · ·

· · ·

β1

α1

, . . . , 1
· · ·

· · ·

βd

αd

, . . . , md
· · ·

· · ·

βd

αd


.
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Dénombrement de C2,n,n+2

({ })
Cas initiaux

n = 3 :

, , , , et

Suite : 1, 1, 2, 6, ? , . . .
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Dénombrement de C2,n,n+2

({ })
Difficulté : ambiguïté

n = 4 :

◦ = = ◦
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Dénombrement de C2,n,n+2

({ })
L’encyclopédie OEIS

Arbre tandem de duplication

[Image de Gascuel, Hendy, Jean-Marie et Mclachlan]
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Construction non ambiguë des circuits
« Tetris »

Théorème [C.]
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Bijection : circuits ←→ chemins
Théorème [C. en 2018]

Circuits

n générateurs

· · ·

· · ·

s

e
Générateurs

g
· · ·

· · ·

β

α

∈ G



Chemins de (0, 1, e) à (n, s, s)

x

y

z

0
1

1

Contrainte : « 1 ≤ y ≤ z »

Pas
01
0


 ∪

. . . ,
 1
1− α
β − α


g
, . . .


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Formule de récurrence : cn :=
∣∣∣∣C2,n,n+2

({ })∣∣∣∣
Proposition

cn =


1 si n = 0,

n∑
k=1

(−1)k+1
(
2 + n − 2k

k

)
cn−k sinon.

Démonstration
Soit Ek l’ensemble des chemins du type

n − k n0

Remarque : cn = |E0|

, |En| = 0
et |Ek | = |Ek t Ek+1| − |Ek+1|.

Donc cn =
n∑

k=1
(−1)k+1 |Ek t Ek+1| .
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Formule de récurrence : cas général
Pour le plaisir des yeux

Générateurs

G :=


1
· · ·

· · ·

β1

α1

, . . . , m1
· · ·

· · ·

β1

α1

, . . . , 1
· · ·

· · ·

βd

αd

, . . . , md
· · ·

· · ·

βd

αd



Théorème [C. en 2018]
Le nombre |Ce, n, s(G)| vérifie la relation de récurrence :

1 si n = 0 et s = e,
n∑
`=1

(−1)`+1 ∑
k1+...+kd =`

(
`

k1, ..., kd

)s + `−
d∑

i=1
kiβi

`

mk1
1 ...m

kd
d

∣∣∣∣∣∣∣Ce,n−`,s− d∑
i=1

ki (βi−αi )
(G)

∣∣∣∣∣∣∣
si n, s≥ 1,

0 sinon.
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Formule de récurrence : cas général
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Formule close
Déterminant

Générateurs

G :=


1
· · ·

· · ·

β

α

, . . . , m
· · ·

· · ·

β

α



Théorème [C. en 2018]

|Ce,n,s(G)| = mn det(B), où Bi , j :=
(
e − i(α− 1) + (j − 1)(β − 1)

i − j + 1

)
.
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Formule raffinée de récurrence : C2,n,n+2

({ })
Définition
Soit t(n, k) le nombre de chemins

k

n
n’utilisant que les pas et .

Remarque : cn = t(n, n + 1)

Proposition
t(n, k) =


1 si n = 0 et k = 1,
t(n − 1, k + 1) + t(n, k − 1) si 0 ≤ k ≤ n + 1,
0 sinon.
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Formule raffinée de récurrence : C2,n,n+2

({ })
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Formule raffinée de récurrence : cas général

Générateurs (rappel)
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, . . . , md
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· · ·

βd

αd



Théorème [C. en 2018]

t(n, k, s) =



1 si n = 0, k = 1 et s = e,
t(n, k − 1, s) +

∑
g ∈G(α, β)

t(n − 1, k − 1 + α, s − β + α)

si n ≥ 0 et 1 ≤ k ≤ s,
0 sinon.
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Équation fonctionnelle raffinée : C2,n,n+2

({ })

Définition
Soit T (x , y) :=

∑
n,k≥0

t(n, k) xnyk .

Nos chemins sont récursivement engendrés par

+ − −
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Équation fonctionnelle raffinée : C2,n,n+2

({ })

Définition
Soit T (x , y) :=

∑
n,k≥0

t(n, k) xnyk .

Nos chemins sont récursivement engendrés par

+ − −

T (x , y) = 1 +
(
y + xy−1)T (x , y) − xy−1T (x , 0) − y2D(xy)

16 / 18



Équation fonctionnelle : C2,n,n+2

({ })
Méthode du noyau [Knuth]

Proposition(
−x + y − y2

)
T (x , y) = y − xT (x , 0)− y3D(xy)

Soit y1 et y2 les racines de −x + y − y2.

On obtient par substitution :{
0 = y1 − xT (x , 0)− y3

1D(xy1)
0 = y2 − xT (x , 0)− y3

2D(xy2)

Proposition

y1 − y3
1D(xy1) = y2 − y3

2D(xy2)
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Perspectives

Natures des séries génératrices
Rationnelle ? Algébrique ? Holonome ? . . .

Générateurs sans entrées ou sorties
Exemple : Temperley–Lieb, dont les générateurs sont et .

= 6=
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