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Ce que I'on compte

On fixe g > 0 (le genre). On s'intéresse aux surfaces a petits carreaux de
genre g. Ce sont les quadrangulations dont

@ le genre est g,
@ les cotés horizontaux/verticaux sont collés entre eux,

@ les sommets sont de valence au moins 4.
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Un exemple avec g = 2 et 11 carreaux.
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Ce que |I'on compte
On fixe g > 0 (le genre). On s'intéresse aux surfaces a petits carreaux de
genre g. Ce sont les quadrangulations dont

o le genre est g,

@ les cotés horizontaux/verticaux sont collés entre eux,

@ les sommets sont de valence au moins 4.

E D

A (e

Un exemple avec g = 2 et 11 carreaux. Combien de surfaces a 11 carreaux?
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Raffinement 1 : multi-courbe v fixée

On considére des sous-familles de surfaces a petits carreaux obtenues en
fixant la classe de la multi-courbe horizontale.
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Raffinement 1 : multi-courbe v fixée

On considére des sous-familles de surfaces a petits carreaux obtenues en
fixant la classe de la multi-courbe horizontale.
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Raffinement 1 : multi-courbe v fixée
On considére des sous-familles de surfaces a petits carreaux obtenues en

fixant la classe de la multi-courbe horizontale.

E D
Y Y
— _C . =
B B
D
E
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0‘14 70 >
A B C D E C
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Raffinement 1 : multi-courbe v fixée

En genre 2, on a 6 multi-courbes possibles.
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Raffinement 2 : diagramme de séparatrices D fixé

Un diagramme de séparatrices encode la combinatoire de recollement des
cylindres d'une surface a petits carreaux.
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Raffinement 2 : diagramme de séparatrices D fixé

Un diagramme de séparatrices encode la combinatoire de recollement des
cylindres d'une surface a petits carreaux.

Exemple

s'encode comme (AC, DF), (EF, CB), (AB, DE).
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Raffinement 2 : diagramme de séparatrices D fixé

Un diagramme de séparatrices encode la combinatoire de recollement des
cylindres d'une surface a petits carreaux.

Exemple

s'encode comme (AC, DF), (EF, CB), (AB, DE).
A une multi-courbe 7 correspond une famille (finie) de diagramme de
séparatrices.

V. Delecroix (LaBRI) Quadrangulations et multizetas JCB 2018 6 /21



Valeurs zéta multiples (généralisées)

Une valeur zéta multiple généralisée est une somme de la forme

1
P N CIRORRD)

hy,h2,...he>1

ou les Li(h) = Li(h1, ..., hg) sont des formes linéaires a coefficients dans
ZZO (e.g. hi ou hy + 3h3 + h4).
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Valeurs zéta multiples (généralisées)

Une valeur zéta multiple généralisée est une somme de la forme

1
P N CIRORRD)

hy,h2,...he>1
ou les Li(h) = Li(h1, ..., hg) sont des formes linéaires a coefficients dans
Z20 (e.g. hi1 ou hy + 3h3 + h4).
Pour sy,..., sk entiers positifs, la valeurs z&ta multiple est

1
(ovss)= Y

S2 Sk
n ny”-...n
ni>n2>...>n>0 1 2 k
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Valeurs zéta multiples (généralisées)

Une valeur zéta multiple généralisée est une somme de la forme

1
P N CIRORRD)

hy,h2,...he>1
ou les Li(h) = Li(h1, ..., hg) sont des formes linéaires a coefficients dans
ZZO (e.g. hi ou hy + 3h3 + h4)
Pour sy,..., sk entiers positifs, la valeurs z&ta multiple est

1
C(Sl,SQ,...,sk) = Z =

S2 Sk
ny Ny ...n
ni>n2>..>n >0 1 2 k

. 1

h h .+ h)(h oo h) o (h)
h17---7hk€Zk>o(1+ 2+ h)(ha 4+ he) - (he)

V. Delecroix (LaBRI) Quadrangulations et multizetas JCB 2018 7/21



Deux résultats asymptotiques

Théoréme (DGZZ)

Pour un diagramme de séparatrices D, |'asymptotique des surfaces a petits
carreaux de genre g, diagramme D et au plus N carreaux est équivalent a
cNY ot d = 6g — 6 et c est une combinaison linéaire a coefficients
rationnels de valeur zéta multiples généralisées.

Théoréme (DGZZ)

Pour une multi-courbe ~, I'asymptotique des surfaces a petits carreaux de
genre g, multi-courbe v et au plus N carreaux est équivalent & cN®8=° ou
c € Qr%~°,
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Stratégie de la preuve (étape 1)

Etant donné un diagramme de séparatrices D avec k cylindres, on introduit
une série génératrice des longueurs

b b
FD(Xl, cee ,Xk) = Z fD(bl, ey bk)Xll .. .ka ou

fp(b1,. .., bk) ;= #{long. conn. de selles avec périmétres by, ..., by}.
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Stratégie de la preuve (étape 1)

fp(ba, ..., bx) = #{long. conn. de selles avec périmétres by, ..., by}
Fo(x,..ox0) = > fo(br, .. b)xf* . x.
Exemple 1 :

fo(br) = #{(va, 8. yc, D, e, ¥F) € Z24 :
ya+ys+2yc+yp+ye=Ye+yp+2yF+yg+ya= b}
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Stratégie de la preuve (étape 1)

fp(ba, ..., bx) = #{long. conn. de selles avec périmétres by, ..., by}
Fo(xi,...,xk) = ZfD(bl,...,bk)xfl...xfk.
Exemple 1 :

fo(b1) = #{(va,y8. yc, yp: Y. ¥F) € 2% :
ya+ys+2yc+yp+ye=Ye+yp+2yF+yg+ya= b}

FD(Xl) = 1

=1+4 11x2 + 24x3 + 46x% + . ..
(1—x1)4(1—x12) +4x1 + 11x7 + 24x7 + 46x7 +
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Stratégie de la preuve (étape 1)

fp(bi, ..., bx) = #{long. conn. de selles avec périmétres by, ..., by}
Fo(xi,...,xk) = ZfD(bl,...,bk)xfl...xfk.
Exemple 2 :
D E E F F D

fp(b1, b2, b3) = #{(ya. yB, yc, YD, YE, YF) € Z2 :
yatys=yp+ye=h
yet+yc=ye+yr=b
yc+ya=yF+yp = b3}
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Stratégie de la preuve (étape 1)

fp(bi, ..., bx) = #{long. conn. de selles avec périmétres by, ..., by}
Fo(xi,...,xk) = ZfD(bl,...,bk)xfl...xfk.
Exemple 2 :
D E E F F D

fp(b1, bo, b3) = #{(va.yB.yc,¥D,YE, YF) € Zgo :
ya+ys=yp+ye=b
yBtYyc=Ye+yr=b

yc+ya=yr+yp= b}
1

1-— X1X2)(1 — X2X3)(1 — X3X1) )

Fp(x1,x2,x3) = (
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Stratégie de la preuve (étape 1)

fp(b1, ..., bx) = #{long. conn. de selles avec périmétres by, ..., bk}
FD(XI; N 7X/() = Z fD(bla ey bk)Xf1 .. .X;()k.

Lemme

La fonction Fp est rationnelle. Son dénominateur est un produit de
polynéme de la forme 1 — x* =1 — x{'* - - - x* avec a; € {0,1,2}.
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Stratégie de la preuve (étape 1)

Lemme
La fonction Fp est rationnelle. Son dénominateur est un produit de
polynéme de la forme 1 — x* =1 — x" - - - x* avec oj € {0,1,2}.

idée de preuve : Ingrédient principal : comptage de points entiers dans les
polytopes (Khovanski-Pukhlikov, Lawrence, Barvinok). Si

C =Riu + ...+ Ryuk est un cone unimodulaire (i.e. u1,..., ux base de
ZK) alors la série génératrice des points entiers de C

P (67 «
Fe(xi, ... xx) = E XXk
a€CNZk

vérifie
1

(1— xt)... (1 — xt)

Fc=
0
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Stratégie de la preuve (étape 2)

Lemme
Soit D un diagramme de séparatrices. Soit Gp(q) la série génératrice des
surfaces a petits carreaux de diagramme D. Alors

Golg)= Y. (AFp)(g™,....q"™)
by b >1

5 o) 0
OUA:X]_a—Xl...Xka—Xk.
D
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Stratégie de la preuve (étape 2)

Lemme

Soit D un diagramme de séparatrices. Soit Gp(q) la série génératrice des
surfaces a petits carreaux de diagramme D. Alors

Go(g)= > (AFD)(™,....q™)
by b >1

5 o) 0
OUA:X]_a—Xl...Xka—Xk.

preuve : Il y a un paramétre de twist (A) et les paramétres de hauteurs

(h1, ..., hx) a prendre en compte. Noter que I'aire du i-éme cylindre est
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Stratégie de la preuve (étape 3)

Rappel : pour un diagramme de séparatrices D on écrit la fonction
génératrice des surfaces a petits carreaux de diagrammes D comme

Go(q)= Y, (AFD)(d™,....q™)
By h>1

ol A =x1-2 .. Xk g, €L Fp(xi,...,xk) est rationnelle.
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Stratégie de la preuve (étape 3)

Rappel : pour un diagramme de séparatrices D on écrit la fonction
génératrice des surfaces a petits carreaux de diagrammes D comme

Go(q)= Y, (AFD)(d™,....q™)

hi,...,h>1

ol A = xla%1 .. .xka%k et Fp(xi,...,xk) est rationnelle. Pour passer a

I'équivalent asymptotique cNP des surfaces avec au plus N carreaux, il
reste a montrer que
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Stratégie de la preuve (étape 3)

Rappel : pour un diagramme de séparatrices D on écrit la fonction
génératrice des surfaces a petits carreaux de diagrammes D comme

GD(q) = Z (AFD)(tha"'vqhk)
h1,...,h>1

ol A = xla%1 .. .xka%k et Fp(xi,...,xk) est rationnelle. Pour passer a

I'équivalent asymptotique cNP des surfaces avec au plus N carreaux, il
reste a montrer que

Pour tout h fixé dans la somme définissant Gp(q), c'est facile.

lim (1 — g) p(q) ~p(1)

g—1 (1—gn)...(1—q%) a1...a4
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Stratégie de la preuve (étape 3)

Rappel : pour un diagramme de séparatrices D on écrit la fonction
génératrice des surfaces a petits carreaux de diagrammes D comme

Go(q)= > (AFp)(a™,...,q")
S

ol A = xla%1 .. .xka%k et Fp(xi,...,xk) est rationnelle. Pour passer a

I'équivalent asymptotique cNP des surfaces avec au plus N carreaux, il
reste a montrer que

Pour tout h fixé dans la somme définissant Gp(q), c'est facile.

1
lim (1 — g) p(q) _ P
g—1 (1—¢gn)...(1—q%) a1...aq
Le point délicat est de montrer que les contributions se somment

correctement !
JCB 2018
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Stratégie de la preuve (étape 3)

On voit bien apparaitre les valeur zéta multiples généralisées : chaque terme

p(x)
(1 —xu)...(1— xu)

de (AFp)(x1, ..., xk) fait apparaitre le résidu suivant de Gp(q)

p(l,...,1)
Z (Ul'hl)--'(ud‘hd)'

hiye b >1
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Retour sur les résultats asymptotiques

Théoreme (DGZZ)

L’asymptotique des surfaces a petits carreaux de genre g, diagramme D et
au plus N carreaux est équivalent 3 cN®8~% oi ¢ est une combinaison
linéaire a coefficients rationnels de valeur zéta multiples généralisées.

Théoréme (DGZZ)

L'asymptotique des surfaces a petits carreaux de genre g, multi-courbe ~
et au plus N carreaux est équivalent 3 cN®8=° o ¢ € 7%8-6Q.
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Pourquoi 7%87°Q7

Théoréme (DGZZ)

Pour une multi-courbe fixée ~, le terme de plus haut degré de
fy(b1,...,bx) = > pfo(b1,...,bk) est polynomial et les degrés de chaque
variable sont pairs. Par conséquent, la constante ¢ de |'asymptotique cN9
est une combinaison linéaire de produits de ((2m) € Q[r?].
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Preuve de polynomialité de £,(by, ..., bk)
A une multi-courbe v correspond une certaine décomposition de la surface
Gy
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Preuve de polynomialité de £,(by, ..., bk)

Théoréme
On a
k
fy(by,. .., bx) = H Ngv,,,v(bvz) + termes de degrés inférieurs.
veG,
ou

o les polynémes Ny (b3, ..., b%) sont les polynémes de Kontsevich.
(Ces polynémes comptent des cartes, cf prochain transparent.)

@ by, est /a liste des variables adjacentes aux sommets v.
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Polynémes de Kontsevich Ng ,(b1, ..., by)

Etant donnée une carte G trivalente, de genre g & n faces (numérotées) on

lui associe la fonction de comptage Ng(bs, ..., b,) définie comme suit.

Pour (b1, ..., bs) € Z%; de somme paire on définit Ng(b1,..., by) comme
le nombre de vecteurs ({e)eck(c) € ZESG) de longueurs d'arétes telles que
les longueurs des faces sont by, ..., b,.

JCB 2018 18 / 21



Polynémes de Kontsevich Ng ,(b1, ..., by)

Etant donnée une carte G trivalente, de genre g & n faces (numérotées) on

lui associe la fonction de comptage Ng(bs, ..., b,) définie comme suit.

Pour (b1, ..., bs) € Z%; de somme paire on définit Ng(b1,..., by) comme
le nombre de vecteurs ({e)eck(c) € ZESG) de longueurs d'arétes telles que
les longueurs des faces sont by, ..., b,.
Ngn(b7,...,b05) = ) _ #Nc(bl,...,bn)
’ | Aut(G))
GERg,n
+ termes d’ordre inférieur.
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Polynémes de Kontsevich Ng ,(b1, ..., by)

Etant donnée une carte G trivalente, de genre g & n faces (numérotées) on
lui associe la fonction de comptage Ng(by, .

.., by) définie comme suit.
Pour (b1, ..

., bn) € ZZ, de somme paire on définit Ng(by, ..., by) comme

le nombre de vecteurs ({e)eck(c) € ZESG) de longueurs d'arétes telles que
les longueurs des faces sont by, ..., b,.

1

N, (b, ... B2) := § ——  _Ng(by,..., b,

g, ( 15 ) n) \Aut(G)| G( 1, 5 )
GERg.n

4 termes d’'ordre inférieur.

Théoreme (Kontsevich)

Ng.n est polynomiale. J
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Preuve de polynomialité de £,(by, ..., bk)

Exemples

1 1
Nos(b3, b3, b3) =1 Nyai(bi) = — PVl
0,3(b1, b, b3) 11(b1) 384

=18 by Nip(bi, b3) =

(b7 + b3)?
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Preuve de polynomialité de £,(by, ..., bk)

Exemples

1
N0,3(b27 b%? b%) =1 Nl,l(b%) = 74

= LB M8 B) = o (5 ¢ B

n (D) £, (b1) ~ Nip(b2, b3) = o5 b}
bl ﬁY(blv b2) ~ N0,3(b%7 b%’ b%)lel(bg) = %b%
b C@P@0 b (b, ba, bs) ~ Nos(b3, b3, b3)2 =1
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Les mots de la fin

o L'apparition de la polynomialité dans £,(by, ..., bk), v multi-courbe,
et pas fp(b1,..., bx), D diagramme de séparatrice, reste mystérieuse.

e En fait, on sait dire plus sur les séries génératrices : G,(q) est
quasi-modulaire (ce n’est pas le cas des Gp(q)).
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