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Mn,r : Chemins pondérés de (0, 0) à (n, r)
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Mise en jambe non-intersectante

u1

u1 u2 u3

v1

v2

v3

Chemins non intersectants: aucun sommet commun

σ permutation

M(σ) chemins pondérés

non intersectants de ui à vσ(i)

Exemple: σ = (2, 3, 1)

Poids = produit du poids des chemins

Exemple: poids λ21b
3
0λ2b2b

3
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Mise en jambe non-intersectante

u1

u1 u2 u3

v1

v2

v3

σ permutation

M(σ) chemins pondérés

non intersectants de ui à vσ(i)

Exemple: σ = (2, 3, 1)

ui = (i− 1, 0), vi = (n, yi) Lindström-Gessel-Viennot Lemma∑
σ(−1)ε(σ)M(σ) = det(Mn+1−i,yj)
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An = (1−abqn)(1−acqn)(1−adqn)(1−abcdqn−1)
a(1−abcdq2n)(1−abcdq2n−1)
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pn+1(x) = (x− bn)pn(x)− λnpn−1(x)
p0(x) = 1, p−1(x) = 0.

{bn}, {λn}

Orthogonalité

Densité w(x)∫
pn(x)pm(x)w(x)dx = 0 si m 6= n

Askey Wilson w(x) = (z2,z−2;q)∞
(az,az−1,bz,bz−1,cz,cz−1,dz,dz−1;q)∞

, x = (z + z−1)/2

(a1, . . . , ak; q)∞ =
∏k
i−1
∏∞
j=1(1− aiqj)
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Example: q-Laguerre polynomials

Askey Wilson with a = b = −q, c = d = 0

pn+1(x) = (x− qn+1)pn(x)− (1−qn+1)(1−qn)
4

pn−1(x)

pn(1 + x) =
∑n

k=0
xk(1−q)n−k

2n−k
Gn,k

Gn,k polynôme en q à coefficients positifs

Gn,0 = (n + 1)[n]q!

[n]q =
1−qn
1−q
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Combinatoire des polynômes orthogonaux

pn+1(x) =

pn(x)

x− bn
+

−λn

pn−1(x)

p3(x)

−λ1

x− b2 x− b2

x− b1

x− b0 x− b0

−λ2

p3(x) = (x− b2)− λ1 + (x− b2)(x− b1)(x− b0)− λ2(x− b0)

+ +
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Chemins non-intersectants de (0, i) à (1, j)

(0, k)

1

x− bk

λk

pn(x) = det


x− b0 1 0 0 0
λ1 x− b1 1 0 0
0 λ2 x− b2 1 0 · · ·
0 0 λ3 x− b3 1
...

...



Lemme LGV
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Chemins non-intersectants de (i, 0) à (n, j)

(k, k)

1

x− bk

λk

pn(x) = det

(
Mn+1−i,j

)
Lemme LGV



3. Moments des polynômes orthogonaux

µn =
∫
xnw(x)dx

Flajolet (78) - Viennot (80s)



3. Moments des polynômes orthogonaux
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µn =
∫
xnw(x)dx

Flajolet (78) - Viennot (80s)
Arêtes sortantes pondérées
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Moments des polynômes orthogonaux
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Moments des polynômes orthogonaux

µn,k,r =
∫
xnpk(x)pr(x)w(x)dx

Viennot (80s)

µn,o,r =Mn,r

(0, k)

(n, r)
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4. Polynômes orthogonaux à plusieurs variables

Polynômes de Schur

λ = (λ1, . . . , λn) λ1 ≥ . . . ≥ λn ≥ 0

Sλ(x) =
det

(
x
n−j+λj
i

)
det
(
x
n−j
i

)

Polynôme de Koornwinder à q = t

Pλ(x1, . . . , xn; a, b, c, d, q)
Polynômes d’Askey Wilson

pn−j+λj(xi)

x = (x1, . . . , xn)
λ
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Polynômes de Schur: formule de Jacobi-Trudi

Sλ(x) = det
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Polynômes orthogonaux à plusieurs variables

Polynômes de Schur: formule de Jacobi-Trudi

Sλ(x) = det
(
eλ′i+j−i

)
1≤i,j≤m

ek = S(1k,0n−k)(x)

J. Nakagawa, M. Noumi, M. Shirakawa, and Y. Yamada, 2000

λ1 ≤ m

Pλ(x) = det
(
e
(n−1+j)
λ′i+j−i

)
1≤i,j≤m

e
(n)
k = P(1k,0n−k)(x)

Polynômes de Koornwinder à q = t: formule de Jacobi-Trudi

λ

λ′
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Théorème (Mimachi)∏n
i=1

∏m
j=1(xi − yj) =

∑
λ∈mn(−1)|µ|Pλ(x; q, t)Pµ(y; t, q)

m

n
λ

µ

µ = (n− λ′m, . . . , n− λ′1)



Formule Cauchy pour les Koornwinder généraux

Théorème (Mimachi)∏n
i=1

∏m
j=1(xi − yj) =

∑
λ∈mn(−1)|µ|Pλ(x; q, t)Pµ(y; t, q)

Corollaire (Mimachi) m = 1

m

n
λ

µ

µ = (n− λ′m, . . . , n− λ′1)

P1n−r(x; q) = (−1)n−r
∫ ∏n

i=1(y − xi)Pr(y; q)w(y)dy

e
(n)
n−r(x) polynômes d’Askey-Wilson
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e
(n)
n−r(x; q) = (−1)n−r

∫ ∏n
i=1(y − xi)pr(y)w(y)dy

On applique la théorie de Viennot
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Combinatoire des polynômes élémentaires

e
(n)
n−r(x; q) = (−1)n−r

∫ ∏n
i=1(y − xi)pr(y)w(y)dy

On applique la théorie de Viennot

(0, 0)

(n, r)

Arêtes sortantes pondérées

(i, k)

1
xn−i − bk
λk

x4 − b1 x2 − b2 λ2

Remarque bk = λk = 0 Cas classique
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u1 u2 u3

v1

v2

v3

ui = (i− 1, 0)

vj = (n+m− 1, λ′m+1−j + j − 1)

(i, k)

1
xn−i − bk
λk
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Combinatoire des polynômes de Koornwinder à q = t

u1 u2 u3

v1

v2

v3

ui = (i− 1, 0)

vj = (n+m− 1, λ′m+1−j + j − 1)

Pλ: chemins non-intersectants de ui à vj

Si bk = λk = 0 polynômes de Schur, tableaux semi-standards

(i, k)

1
xn−i − bk
λk

Théorème



5. Lien avec le 2-PASEP

Les particules grises ne rentrent pas et ne sortent pas

Les particules noires entrent (resp. sortent) par la droite avec probabilité β (resp. δ)

n sites, r particules grises

Les particules noires entrent (resp. sortent) par la gauche avec probabilité α (resp. γ)

α β

γ
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n sites, r particules grises
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α β

γ
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q q q
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1

1

q

γ

α

β
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5. Lien avec le 2-PASEP

α = (1−1/q)ac
(1−a)(1−c)

Les particules grises ne rentrent pas et ne sortent pas

Les particules noires entrent (resp. sortent) par la droite avec probabilité β (resp. δ)

n sites, r particules grises

Les particules noires entrent (resp. sortent) par la gauche avec probabilité α (resp. γ)

α β

γ
δ

β = (1−1/q)bd
(1−b)(1−d) γ = 1/q−1

(1−a)(1−c) δ = 1/q−1
(1−b)(1−d)

Théorème (Cantini, C. Williams 2015)

La fonction de partition du 2-PASEP est e
(n)
n−r(1, . . . , 1)

1

q q q



Combinatoire des e(n)n−r

Proposition (C, Mandelshtam, Williams 15)

e
(n)
n−r(1, . . . , 1) =

(1−q)n−r

2n−r
∏n−1
i=0 (αβ−γδqi)

Zn,r

avec Zn,r polynôme en α, β, γ, δ, q à coefficients positifs
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Proposition (C, Mandelshtam, Williams 15)

Zn,r(α, β, γ, δ, 1) =
(
n
r

)∏n−1
i=r ((α + γ)(β + δ)i+ α + β + γ + δ)

Quand q = 1

e
(n)
n−r(1, . . . , 1) =

(1−q)n−r

2n−r
∏n−1
i=0 (αβ−γδqi)

Zn,r

avec Zn,r polynôme en α, β, γ, δ, q à coefficients positifs

Rhombic staircase tableaux
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Rhombic staircase tableaux (C., Mandelshtam, Williams 15)

x

α

β or δ

x = q, α or γq

q2

γ

β

α or γx x = q, α, β, γ or δ

δ

α or γx x = 1, α, β, γ or δ

δq β

α or γx
x = q, β or δq

β

q2 δ
Staircase tableaux [C., Williams 09]



Rhombic staircase tableaux (C., Mandelshtam, Williams 15)

x

α

β or δ

x = q, α or γq

q2

γ

β

α or γx x = q, α, β, γ or δ

δ

α or γx x = 1, α, β, γ or δ

δq β

α or γx
x = q, β or δq

β

q2 δ
Staircase tableaux [C., Williams 09]
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δ

α

γ
qq
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q

q2
q
β

β

q

q

α

Zn,r tableaux avec n− r coins et r pas diagonaux



Rhombic staircase tableaux (C., Mandelshtam, Williams 15)

x

α

β or δ

x = q, α or γq

q2

γ

β

α or γx x = q, α, β, γ or δ

δ

α or γx x = 1, α, β, γ or δ

δq β

α or γx
x = q, β or δq

β

q2 δ
Staircase tableaux [C., Williams 09]

γ

δ

α

γ
qq

2

q

q2
q
β

β

q

q

α

γ = δ = 0: RATS (Mandelshtam, Viennot 2015)

Zn,r tableaux avec n− r coins et r pas diagonaux



6. Conjecture

α = (1−1/q)ac
(1−a)(1−c) β = (1−1/q)bd

(1−b)(1−d) γ = 1/q−1
(1−a)(1−c) δ = 1/q−1

(1−b)(1−d)

Pλ(1, . . . , 1) =
(1−q)??

2??
∏
i(αβ−γδqi)

Zλ

avec Zλ polynôme en α, β, γ, δ, q à coefficients positifs



6. Conjecture

α = (1−1/q)ac
(1−a)(1−c) β = (1−1/q)bd

(1−b)(1−d) γ = 1/q−1
(1−a)(1−c) δ = 1/q−1

(1−b)(1−d)

Pλ(1, . . . , 1) =
(1−q)??

2??
∏
i(αβ−γδqi)

Zλ

avec Zλ polynôme en α, β, γ, δ, q à coefficients positifs

Conjecture vraie pour λ = (1n−r, 0r)

Conjecture vraie pour q = 1

Conjecture vraie pour α = β = 1, γ = δ = 0 ⇒ polynômes de q-Laguerre



Autre combinatoire du 2-PASEP

Tableaux alternatifs rhombiques (Mandelshtam, Viennot 15)

γ = δ = 0

Combinatoire des assemblées de permutation

Forest like tableaux? (Aval, Boussicault, Nadeau 12)

Histoires de Laguerre marquées (C., Nunge 16)

α = β = 1, γ = δ = 0

Liens avec les algèbres combinatoires indicées par les compositions segmentées

Combinatoire des permutations partiellement signées



Combinatoire des Koornwinder généraux

Généralisation des polynômes de MacDonald

Si q = 1 lien avec un modèle type PASEP (Cantini, de Gier et al 16)

mais Pλ(x, 1, t) =
∏
i Pλ′i(x, 1, t)

M
M

??



Combinatoire des Koornwinder généraux

Généralisation des polynômes de MacDonald

Si q = 1 lien avec un modèle type PASEP (Cantini, de Gier et al 16)

mais Pλ(x, 1, t) =
∏
i Pλ′i(x, 1, t)

M

E

R

M
M

C I

??




